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Resume 



On generalise la construction de Habermann et Jost de metrique canonique dans une classe 
conforme Yamabe-positive, faite a I'aide de la singularity de la fonction de Green du laplacien 
conforme. 

En dimension n = 2fc + 1, 2fc + 2 on 2fc + 3, si le fc-ieme operateur GJMS Pk admet une fonction 
de Green, on montre qu'en restriction a de bons choix de facteurs conformes, le terme constant de la 
singularite de celle-ci est une densite conforme de poids 2k — n. S'il est positif, on I'utilise pour definir 
une metrique canonique dans la classe conforme. Dans le cas de I'operateur de Paneitz- Branson P2, 
en dimension 5, 6 on 7, on montre un resultat de positivite. Dans le cas general, on le relie egalement 
a un invariant asymptotique de la variete obtenue par projection stereographique via la fonction de 
Green. 



This article generalizes a construction by Habermann and Jost of a canonical metric in a Yamabe- 
positive conformal class, which uses the Green function of the conformal Laplacian. In dimension 
n = 2fc + 1, 2fc + 2, or 2k + 3, if the k-ih GJMS operator Pfc admits a Green function, the constant 
term of its singularity is shown to be a conformal density of weight 2k — n, when restricted to 
appropriate choices of conformal factor. When it is positive, it is used to build a canonical metric in 
the conformal class. In the case of the Paneitz- Branson operator P2, in dimension 5, 6 or 7, we show 
a positiveness result. In additition, we relate it to an asymptotic invariant of the manifold obtained 
by stereographic projection via the Green function. 

1 Introduction 

Si I'approche de Fefferman et Graham |8j [7] s'avere tres fructueuse pour les problemes locaux en 
geometrie conforme, la definition de metriques « canoniques » dans une classe conforme donnee peut 
apporter beaucoup au point de vue global. Par « canonique », on entend « definie en fonction de la 
classe conforme » de sorte qu'une equivalence conforme entre varietes soit une isometric des metriques 
canoniques associees. De telles metriques permettent par exemple de definir d la Weil-Petersson une 
metrique sur I'espace des modules des classes conformes, voir [TS] et les references qui y sont citees. 

Dans le cas ou I'invariant de Yamabe 



(on Scal^ designe la courbure scalaire de g) est negatif ou nul, il existe une unique metrique de volume 
1 realisant le minimum, ce qui donne un exemple de metrique canonique. 

Dans le cas i^([(7o]) > 0, il n'y a plus unicite en general (voir [24J). Habermann et Jost definissent 
alors dans [15J une autre metrique canonique, en dimension 3 et dans le cas localement conformement 
localement plat (generalisant d'autres constructions, voir les references dans [15, 14J. lis utilisent pour 
cela le terme constant du developpement asymptotique au voisinage de la diagonale de la fonction de 
Green du laplacien conforme Pf = Ag + -^^^^Scal^ . Habermann [T3] etend la definition aux dimensions 
4 et 5, en utilisant un controle de la singularite de la fonction de Green de Pi permis par I'introduction 
de certaines coordonnees normales conformes par Lee et Parker |20j . 
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L'invariance conforme de la metrique de Habermann-Jost est principalement due a la covariance 
conforme de Pi, qui implique une covariance similaire pour sa fonction de Green. II est done naturel de 
tenter d'adapter la construction a la famille d'operateurs, dits GJMS, introduite par Graham, Jenne, 
Mason et Sparling dans C'est I'objet principal de cet article. 

On se place sur une variete differentielle compacte M , munie d'une classe conforme de metriques rie- 
manniennes [go]- Pour une metrique g de [go], le fc-ieme operateur GJMS P| est un operateur differentiel, 
defini pout tout k entier si la dimension n est impaire, et pour k < n/2 en dimension paire. Sa propriete 

4 

fondamentale est la loi de transformation sous les changements conformes de metriques : si ^ = ip^^-^^g 
est une metrique conformed a g, 

L'operateur P| est par ailleurs une deformation de la puissance fc-ieme du laplacien par des termes de 
plus has degre, ce qui en fait un operateur elliptique. II admet done des parametrix, et il est naturel de 
faire I'hypothese qu'il est inversible en taut qu'operateur C°°(M) — > C°°(Ajf). Dans ce cas, son inverse 
admet un noyau integral G^, que I'on appelle fonction de Green de P^.. C'est une fonction C°° sur M x M 
privee de sa diagonale. On s'interesse a la singularite de Gf.{p, .) en un point p S M. 

La covariance conforme de P^ implique que si g — ip"^^ g, la fonction de Green se transforme selon : 

Glix,y) 



(p{x)(p{y) 



Cette equivariance permet de faciliter le calcul de la singularite de Gf. en choisissant convenablement g 
dans sa classe conforme. D'apres Lee et Parker |20) . on pent par un changement conforme fixer arbitrai- 
rement les valeurs du tenseur de Ricci et de ses derivees covariantes symetrisees en un point. Diverses 
conditions de normalisation out ete proposees [71 1101 120) . Aux deux premiers ordres, elles coincident 
toutes avec la definition suivante : 

Defintion 1.1. Une metrique g est dite normale conforme a I'ordre A en p lorsque son tenseur de Ricci 
verifie : 

Ricg(p) = et (V5RiCgr'"(p) =0, (NC) 
I'exposant sym designant une symetrisation totale. 

Etant fixe un point p g M, on pent toujours trouver de telles metriques dans une classe conforme fixee. 
En fait, cette condition laisse le 1-jet de g libre, et en fonction de celui-ci fixe son 3-jet. 
Avec cette normalisation, on obtient le resultat suivant : 

Theoreme 12.31 (version partielle). Supposons 2fc + 1 < n < 2fc + 3 et que Pf admet une fonction de 
Green G^. Soit p ^ M . Si la metrique g est normale conforme a I'ordre 4 en p, il existe un reel A tel que 
pour tout X au voisinage de p, 

Gl(p,x) = —r^^-^-^+A + o{l) 

oil r designe la distance geodesique de x d p au sens de la metrique g, et 

c„_fc = Vol(S""i)2'^-i(fc - l)!(n - 2){n - 4) ■ ■ ■ {n - 2k) . 

L'enonce complet fournit egalement un developpement asymptotique pour les autres valeurs de k ; voir 
ci-apres. C'est le coefficient A qui sera utilise dans la suite, c'est pourquoi on se limite desormais au cas 
2fc + 1 < n < 2A: + 3 et inversible (cette condition est conformement invariante) . 

Deux metriques normales conformes en p fournissent deux coefficients A differents. En raison de la 
covariance de Gfc, on s'attend au lien suivant entre ceux-ci : 
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Theoreme 13.11 Soient g et g = if-^k g deux metriques normales conformes a I'ordre 4 en p. Les 
nombres A et A produits par le theoreme \2.S\ pour et G| respectivement verifient 

A = ip{p)-'A. 



1. Cette forme du facteur conforme exclut la cas n = 2k, qui n'est pas etudie ici. Voir les remarques 12.41 
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Le coefficient A s'etend ainsi en une densite conforme de poids 2k — n : 

4 

Defintion 1.2. Soit g e [go]. Soit p £ M. II existe une metrique g — ip^-^'' g normale conforme a I'ordre 
4 en p, pour laquelle le theoreme 12.31 fournit un coefficient A. On appelle masse en p de I'operateur 
le nombre, independant de g : 

Al^^{pfA. 

Le terme « densite conforme » signifie que si g — ip^-^'' g, alors A| = ip{p)^'^A^. La fonction de p ainsi 
obtenue s'avere lisse (proposition 13 .3[ ) . Sous reserve de positivite, elle permet de construire une metrique 
a la maniere de Habermann et Jost [T21 [H] : 

Defintion 1.3. La metrique de Habermann- Jost est definie en tout point p oil la masse de I'operateur 
P| est positive par 

Cette metrique est independante du choix de g dans la classe conforme. 

Dans le cas A: = 1, la positivite qui permet a Habermann de definir cette metrique est le theoreme de 
la masse positive de Schoen et Yau, applique au terme constant du developpement asymptotique de la 
fonction de Green de Pi par Schoen |23]. Un resultat de Raulot et Humbert dans le cas conformement 
plat [T6] s'etend ici et traite le cas de I'operateur de Paneitz P2. 

Theoreme 14. ll Si M est de dimension 5, 6 ou7 et si la classe conforme [go] verifie : 

- Vinvariant de Yamabe ^([50]) sst strictement positif, 

- I'operateur de Paneitz- Branson Pj" est inversihle, 

- et la fonction de Green Gj" est partout strictement positive, 

alors pour tout p £ M et toute metrique g € [go] 7 lo, masse de I'operateur P| verifie 

Al>Q 

et la nullite en un point implique que {M, [go]) est conformement equivalente a la sphere §" munie de la 
classe conforme de sa metrique ronde. 

Le terme de « masse » employe ici provient du lien, observe par Schoen |23J, entre le coefficient A 
apparaissant pour la fonction de Green Gi du laplacien conforme Pi, et la masse ADM (pour Arnowitt, 
Deser et Misner [T]) de la variete non compacte Ai munie de la metrique asymptotiquement plate g = 
^p4/{n-2)g^ ou (p est la fonction partielle Gi(p, .), singuliere en p. Rappelons qu'une variete {M,g) est dite 
asymptotiquement plate lorsqu'il existe un systems de coordonnees 

z = (z^)i<.<„ -.M-K^W-B 

sur I'exterieur d'un compact A', a valeurs dans un voisinage de I'infini de R", dans lequel les coefficients 
de la metrique s'ecrivent 

9ij = f^ij + 0{[\z\\^^) 

avec digjk — ^ ^) et des decroissances similaires pour les derivees successives. La courbure scalaire 

s'ecrit dans cette carte 

ScaF = a, {d,g,, ~ d,gu) + 0{[\z[\-^^-^) . 

Le terme dominant a I'infini ||z|| — > cxi est une divergence, dont I'integrale sur M, si elle avait un sens, 
serait un terme de « bord a I'infini » : 

hm <t> {digij - djCjii) da^ . 

R^^J{\\z\\=R} 

Cette expression definit la masse admEI de g. Chrusciel j6J et Bartnik |2J ont prouve que c'est un 
authentique invariant lorsque la courbure scalaire est integrable et I'ordre r est assez grand. On peut 
tenter de copier cette definition pour fabriquer des invariants asymptotiques a partir d'autres scalaires 
riemanniens, par exemple les laplaciens iteres de la courbure scalaire. Si la methode est generale |21) . ici 
elle tourne court et aboutit aux invariants suivants : 

2. La definition d'Arnowitt, Deser et Misner, ainsi que d'autres references, introduisent un facteur de normalisation. On 
n'en emploie pas ici. 
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Defintion 1.4. Soit fc > 2. Sur une variete riemannienne (M,g), on suppose que le laplacien itere de la 
courbure scalaire A^^^ScaP est integrable relativement a la mesure riemannienne dvg. On nonime masse 
d'ordre k I'integrale 

mu{g)^ I A|-iScalMz;g. 
Jm 



Ces masses asymptotiques sont reliees a la masse des operateurs GJMS definie precedemment : 

Theoreme 15. ll 5*1 2/c + 1 < n < 2/c + 3 et si P| admet une fonction de Green G^f,, soit G une fonction 
strictement positive comcidant avec G^(j),.) au voisinage d'un point p £ M . On definit sur M — M — {p} 
la metrique 

g^G^g. 

Alors g admet une masse d'ordre k reliee a la masse de I'operateur par 

n-2k 

L'observation de Schoen est le cas k = 1, pour lequel nii designe la masse ADM. 

Ce texte s'organise de la maniere suivante. Le theoreme 12.31 calculant la singularite de la fonction de 
Green est etabli dans la premiere partie. L'outil essentiel est le lemme estimant j.'^k-n point 
ou la metrique g verifie (|NCp . La preuve necessite une connaissance plus precise de I'operateur GJMS 
que son seul premier terme, explicitee dans la proposition 12. II 

La partie[2]traite de I'invariance conforme enoncee par le tlieoreme l3.1l La difRculte principale provient 
du comportement de la distance riemannienne lors d'un changement conforme de metriques ; elle est 
traitee par le lemme [3751 La regularite de la densite conforme introduite dans la definition 11.21 fait I'objet 
de la proposition 13. 31 

Le theoreme 14.11 est demontre dans la partie 14.11 On y calcule egalement explicitement la masse des 
operateurs GJMS des classes conformes canoniques des espaces spheriques (proposition I4.8p . permettant 
de voir que la metrique de Habermann-Jost y est bien definie et qu'elle n'est en general pas proportion- 
nelle a la metrique ronde. Ce calcul utilise la proposition 14.31 sur le comportement de la masse sous un 
revetement riemannien. 

Enfin, la partie [5] demontre le theoreme 15.11 reliant la masse de la definition 11.21 et la masse asympto- 
tique de la definition 11.41 

Notations. On designe par M une variete differentielle de classe G°° compacte et connexe. Pour une 
metrique riemannienne g, la connexion de Levi-Civita sera notee V^, le tenseur de Riemann R^, le tenseur 
de Ricci Ric^, la courbure scalaire ScaF, etc de maniere classique. On note Avg la mesure de volume 
riemannien. Souvent I'exposant ou I'indice g sera omis. S'il faut faire la distinction entre deux metriques 
g et on pourra abreger en V, et de meme pour les autres objets riemanniens ou d'autres metriques 
9, 9- 

On utilisera le tenseur de Schouten 

1 / . Seal \ 
n-2\ 2 71 - if ) 



et sa trace 

Seal 

Les conventions de signes sont : 

- pour le tenseur de Riemann R(X, F) = [Vx, Vy] — ^[x,y], 

- pour le laplacien A = — V'9i. 
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2 Singularite des fonctions de Green des operateurs GJMS 



L'objectif de cette partie est de preciser la singularite du noyau de Schwartz K d'une parametrix de 
Pfc. L'idee generale est de resoudre « en serie entiere » au voisinage de p I'equation 

5p etant la masse de Dirac en p. En s'inspirant du cas euclidien (ou ~ A'^) on voit aisement que 

p9 (^J—r^k-n\^ ^^^^ 

ou r est la distance a p induite par g. On cherche done a exprimer K sous la forme 

K{p, .) = ^r^^^-" + V 

de sorte que P| -0 compense le « reste » . 

Plus exactement, on veut par un bon choix de facteur conforme rendre ce « reste » aussi petit que 
possible, afin de trouver aisement ij). C'est I'objet de la section [^?^ : c'est la qu'intervient la normalisation 
(jNCp . II est necessaire pour cela de calculer le terme dominant de P^ — A*^, ce qui est fait dans la section 
12.11 La section [^751 en deduit le developpement de la singularite a I'ordre souhaite. 

2.1 Second terme des operateurs GJMS 

Proposition 2.1. L'operateur GJMS d'ordre 2k s'ecrit 

fe-2 



A'^' + 2 + l)(fc - 1 - j)A^TA'"^~' 
(2j + 2 - A: - I) A-' JA^-i--'' + U 



fe-i 

E 



oil T est l'operateur 



Tv^2P'^\'lv+{d'^)diV 
et U est un operateur dijferentiel de degre au plus 2k — 4. 

Demonstration. On utilise la definition de [Ifj des operateurs P^ a I'aide de la metrique ambiante de 
Fefferman et Graham [51 [7|- Rappelons-en brievement les proprietes qui seront pertinentes ici. 

Si g est une metrique sur M, on pose t/ — > Af le R^-fibre principal des metriques de la classe conforme 
[g]. La metrique ambiante g est une metrique sur Q — Q x qui s'ecrit dans des coordonnees locales 
adaptees {t, x*, p) : 

g = t'^gp^.jdx'dx^ + 2pdt^ + 2tdtdp (2.1) 

ou p est la coordonnee dans le facteur M, t une coordonnee homogene sur la fibre du facteur 5, et (x*) un 
jeu local de coordonnees sur M. Ici gp — gp^tjdx^dx^ est une famille lisse a un parametre de metriques 
sur M, telle que go = 9- Le jet de g le long de Q ^ Q x {0} C Q est formellement determine a un ordre 
eleve (dependant de n) par I'equation Ric^ = 0. 

Si u G C°°{M) est prolongee arbitrairement en {x,p) H' u{x,p) sur M x M, 



lu^Al{t''-^u)\p^o.t 



=1 



ne depend que de la partie formellement determinee du jet de g pour tout k si n est impair, et pour 
k < n/2 si n est pair ; dans ces cas il est independant du choix de u. 

Le laplacien se calcule aisement dans la forme (|2.ip de la metrique ambiante g, voir [llj qui differe 
par la convention de signe pour le laplacien : 



A = r 



Ag^ + 2pdl + ( 2p-^^^ -2w-n + 2\dp-w- 



9p J J9p 
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sur I'ensemble des fonctions homogenes en t de degre w. Ici y/g^ designe la racine carree du determinant 
de la matrice {gp,ij)- 



Notons ^2pdl + [2p 



2w-n + 2]dp- w^^. Mors 



k-1 



p=0 



j=0 



(2.2) 



p=0 



ou = fc — ^ — 2(/c — 1 — j), et F{Ag^ , D) est un polynome non commutatif en les D^^ et Ag^ , de degre 
total fc, et de degre partiel fc — 2 en Ag^. 

Afin d'evaluer le membre de droite de p.2p . on choisit u independante de p. On observe que A^^ 
derive dans les directions d^i de M, et pas dans la direction dp ; et inversement les ne derivent que 



dans la direction dp. Ainsi : 
- On a 



Alu\p=o = A'^iu\p=o) = A'^u 



(2.3) 



Dans le second terme du membre de droite de (|2.2p . les facteurs p des D^^ disparaissent lors de 
revaluation en p = : 



AlD^^A';;'-^u\p=o = {-2w, -n + 2)A^^d,A';;'^ 



''u\p=Q 



9p 



'-A'^-'-^uUo. 



(2.4a) 
(2.4b) 



On developpe la partie droite de la ligne (j2.4ap a I'aide de la regie de Leibniz, avec dpU = 



k-2-] 



AldpA'g;'-^U\p=o-Al Y: K[dp\.]p^o^ 



k-2-j-l 

J q 



1=0 



La derivee du laplacien est (c/. [4J, 1.184) 



{dpAgJ V = gp {dpgp, V^v) - gp i^dv, 5g{dpgp) + -dtvg{dpgp) 

= 2g(P, V^w) + g{dv, dJ) ^ Tv en p = Q 

car 9p(?p|p=o = 2P, cf. [7J, et d'apres I'identite de Ricci contractee 5gP — —dS. 
o Comme -^^^ = ^ tr^^ {dpgp), le terme de la ligne (|2.4bp egale 



-w,ApA'g-'-^u. 
Ainsi le deuxieme terme du membre de droite de (j2.2p vaut : 



fc-j-2 

{.2w, -n + 2) J2 A^'TA'^g-'-^-' - w.ApA';-'-^ 

1=0 

fc-l k-l 

= 2j2{j + l){k-j - l)AlTA'g''~^ - + 2-k~ ^)ApA';-'-^ . (2.5) 

j=o j=o 

— Developpant de meme les derivations par rapport a p du terme F{A, D) de (|2.2p a I'aide de la regie 
de Leibniz, et evaluant en p = 0, on obtient un polynome non commutatif de degre A: — 2 en et 
les derivees dj,{Ag^)\p^Q, qui sont tons des operateurs de degre an plus 2. Ce terme fournit done 
un operateur differentiel U de degre au plus 2fc — 4. 
La proposition 1 2 . 1 1 resulte de ce dernier constat, (j2.3p et (|2.5p substitues dans (j2.2p . □ 



k~l 

E 

7 = 
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2.2 Estimation de F^r'^ " 

Soit un point p £ M . On se place en coordonnees geodesiques en p, notees (a;*), et on note r = y^^x^ 
la distance a p induite par g. 

On introduit les espaces T-La des fonctions C°° sur M — {p} qui sont homogenes de degre a en les 

au voisinage de p. On notera Oa une somme finie X^jeN '/'j^^+j "-"^ ^a+j G T~ia+j et (^^ € C°°(M). 
On notera Oa.\n une somme + Qalnr oii Pa,Qa sont Oq. Ces deux notations seront utilisees de la 
meme maniere que 0(r") et 0(r" Inr). EUes presentent I'avantage que, si D est un operateur differentiel 
lineaire de degre d a coefficients C°° sur A/, ZJOq est Oa-d, et DOqJh est Oa-d.in- 

Dans cette section, on n'utilisera la notation 0{r^) que pour des fonctions C°° sur M toute entiere; 
ainsi un produit 0{r^)Oa est Oa+j- En particulier, en notant Aq = —J^'^f laplacien de coordonnees, 
on a 

ou (S*-' — g*^ = O(r^) et les coefficients de Christoffel F^!^ sont 0{r). Done si 
/ G Oa (respectivement / e Oajn), 



alors 



Ag/ = Ao/ + Oa (respectivement Agf = Aq/ + Oaj„), 

(avec respectivement Aq/ — Oa-2 on — 0^-2, in) et par une recurrence elementaire 

A^/ = Ag/ + 0„_2fe+2 (respectivement Agf = Ag/ + Oa-2k+2,in) (2.6) 

(avec respectivement Ag/ = Oa-2k ou = 00-2/0,111) ■ 

Le laplacien est done assez proche du laplacien de coordonnees. Sous les conditions (|NC[) . il I'est 
encore plus lorsqu'il est applique a une fonctions de r seul, et ressemble egalement beaucoup a Ag. 
Seul le cas suivant est fondamental pour la suite : 

Lemme 2.2. Si g est normale conforme a I'ordre 4 en p, alors au sens des distributions sur M : 

Demonstration. On utilise I'ecriture de Pfc donnee par la proposition 12. II 
L'operateur U etant de degre au plus 2k — 4, on a 



D'apres I'identite de Bianchi contractee, les conditions (|NCp impliquent que 
ScaF(O) = et dScaF(p) = 0, done ScaF = 0{r^). Done 

^3J^k-j-1^2k-n ^ (0{r^)02,+2-n) = 04-„ . (2.8) 

Considerons maintenant A'r". Sur une fonction radiale / = /(r), en dehors de I'origine r = on a : 

Agf = ~d'j - ^drf - ^dj 

= Ao/-^a./ 

(ou y/g designe la racine carree du determinant de la matrice (g^ ) dans les coordonnees normales carte- 
siennes). Or d'apres [20. §5], les conditions (jNCp assurent que 



det(5,,) - l + 0(r4). 
^ Agr" = Aor" + Oa+2 



Done e ©3. Done 
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Par recurrence, en utilisant (|2.6p et le fait que Aqt" — Ci^ar" si a > 2Z — n (la valeur de la constante 
Ci^a est sans importance), on deduit que 

Ay = A[,r" + 0„_2i+4 (2.9) 

si a — 21 > —n — 2. Cette egalite est a comprendre an sens des distributions lorsque a < 21 ~ n. 
En particulier, 

^jj^^k-j-2^2k-n ^ ^3 J, f^^^^2j+4-n ^ 02j+8-n) (2.10) 

(la valeur de la constante Cj est ici aussi sans importance). Comme A^T est de degre au plus 2j + 2, on 
a 

AJT02,+8-„ = Oe-n . (2.11) 
Rappelons que T = 2P''''Vli, + {d''^)da. De (9J = 0(r), on deduit 

A-'" [(a"J)9„r2-'"+4-"] =04-„. (2.12) 

De plus 

= ar^-^P'^'Sab + a{a ~ 2)r"'^Pabx''x'> + O^+i . (2.13) 
ou puisque Pab = 0{r) et r;^^ = 0(r), on a P''^Tl^dcr°' = O^+i. On a aussi 

P'^Hab = J + P''\5ab - gab) = 0{r^) . (2.14) 

De plus 

Pahx'^x'' = Pab{p)x''x'' + (VePab) (p)a;=a;''a;^ + 0{r^) . 

La premiere condition de (|NC[) impose P(p) = 0. La seconde, avec I'identite de Bianchi, implique que 
(yp)sym ^ ^^^^ (V^Pab) (p)x^a;°a;'' = 0. Ainsi 

Pabx'^x'' ^0{r^). (2.15) 
Reportant (PH)) et (|TT5)) dans (^l^ . on obtient 

d'ou 

^pa6y2^^2j+4-«^ ^ (2.16) 

Cette derniere observation (I2.16P , avec (12. lip et (|2.12p , reportes dans (12.101) , permet de conclure que 

A^TA'^-^-V^'^-" = C'4_„ . (2.17) 

D'apres (j2.9p specialise a. I — k et a = 2k ~ n, sur un voisinage de p 

A^r^^-" = c„,fe5p + 04^„ . 

Utilisant alors (|2.17p . (|2.7p et (|2.8p . avec la forme de donnee par la proposition 12.11 on obtient le 
lemmeO □ 



2.3 Singularite 

Operateur elliptique, P^ admet des parametrix, qui en sont des inverses modulo operateur regulari- 
sant. 



Theoreme 2.3. Si au point p e M, la metrique g verifie (jNCp . alors le noyau de Schwartz K de toute 
parametrix de P| admet au voisinage de p le developpement asymptotique suivant : 



K(p,x) = < 



<n,k^ +A + o(l) si 2fc + 1 < n < 2fc + 3 
c:^\r~^ + B\nr + 0{l) si n ^ 2k + 4 
Cfe^^''^" + 0(r2'=""+4) sin>2k + 5, 



oil Cn.k est defini dans V introduction. 

Le o(l) apparaissant dans ce developpement est tel que o{\) = o(r~l"^l) pour tout multi-indice J, 
et de meme d'^0{r°') = 0(r"-l-^l). 
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Remarque 2.4. (i) Comme explique au debut de la partie, ce developpement asymptotique est une 
consequence du fait que 

Pfc^''"" -c„,fe^p + 0(r4-"). 

C'est pourquoi la normalisation conforme (jNCp est indispensable, 
(ii) II y a un developpement asymptotique analogue si n = 2fc : 

K{p,x) ^ c\nr + A + o{l) . 

Le coefficient A apparaissant lorsque K est le noyau de Schwartz du pseudo-inverse defini par 

a ete etudie dans |25| . II ne presente pas I'invariance conforme du theoreme 13.11 (voir aussi la 
remarque 



3.2-(ii)l 



(iii) Pour le cas n = 2fc + 4, il est facile de voir que le coefficient _B de Inr est un invariant conforme de 
poids —2, done s'ecrit c„ \W\ : voir Le coefficient c„ n'est pas nul en general : par exemple 
dans le cas du laplacien conforme en dimension 6, les resultats de Lee et Parker [201 lemme 6.4] 
montrent que cg = 1/1440. 

(iv) La methode utilisee permet en theorie de poursuivre le developpement asymptotique lorsque n > 
2k + 5. Neanmoins, cela demande de connaitre les termes de degres inferieurs de P^, et de controler 
precisement la difference entre le laplacien de Beltrami et le laplacien de coordonnees geodesiques. 
L'espoir d'obtenir un developpement de la forme K = c~\,r^''^^^ + A + o{l) ctant nul (en raison, s'il 
en fallait une, du terme logarithmique en dimension n = 2fc + 4), les calculs ne sont pas fails ici. 



Demonstration du theoreme \2.S[ La theorie des operateurs pseudo-differentiels assure que pour tout /, en 
coordonnees quelconques (x*) au voisinage de p, Kp{x) — K{p,x) admet le developpement asymptotique 

I I 

j=2k-n j=0 

ou Qj £ Hj, pj est au voisinage de p un polynome homogene en les et ip £ C\M), voir |26l chapitre 
7, proposition 2.8]. 

Supposons desormais que g verifie (jNCp . et que les sont des coordonnees geodesiques sur un 
voisinage de p. On commence par calculer le noyau de A§, Aq etant toujours le laplacien de coordonnees. 
Pour cela on fixe une petite boule U centree en p sur laquelle on supposera que les elements de sont 
effectivement homogenes. 

On se restreint k U — {p}. En coordonnees spheriques, sur les fonctions de Ha, 

Ao = r-^ {As - a{a + n - 2)) , 

oil As designe le laplacien de la sphere ronde S"^^. Notons Ca = a{a + n — 2) . Les valeurs propres de 
As sont les Cj avec j G N, ce qui assure que Aq est non-inversible sur Jia si et seulement si a G N ou 
a E 2 — n — N. Alors sur Ha, 

Aq = r"^''(As - CQ,_2fe+2)(As - Ca-2k+i) ■ ■ ■ (As - Cq_2)(As - Ca) 



est inversible si et seulement si a ^ Z ou 2fc — n < a < 0. De plus, le noyau de As etant constitue des 



fonctions constantes, celui de Apl-^a^.n (toujours en restriction a U ~ {p}) est engendre par r^*^ et 



ker A§|-Hq par les fonctions constantes. 

Pour une parametrix Kp quelconque, il existe une fonction u G C°°{M) telle que 

PkKp = Sp + u. (2.19) 

Le developpement (|2.18p implique que 

Kp{x) = q2k~n{x) + 02k-n+l.\n , 
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done que 

En restriction a M — {p}, AQq2k-n G H-n- Or d'apres (12.19p . en restriction a M — {p}, Pk Kp est 0(1) 
au voisinage de p, ce qui impose 

AQq2k~n\u-{p} = . 

D'apres la remarque sur le noyau de Aq\-h2^._^, on a q2k-n — cr^*^^". Le lemme [32] impose la valeur 

= PO^"^ l2k-n = 5p + Cl-n,ln- 

Ainsi, utilisant encore le lemme 

Pk {Kp - q2k-n) ^ 6p- 5p + Oi-n 

= Pk (92fc-ri+l + 02k-n+2.\n) 
= AQq2k-n+l + C2-n,ln 

On a done Agg2fc-n+i G 'Hi^n n 02-71, in = {0}. Si 2fc — n + 1 < 0, cela impose g2fc-n+i = d'apres les 
remarques sur le noyau de A§. En poursuivant de meme, on obtient 

- si 2fc - rt + 2 < 0, g2fc-n+2 = 0, 

- si 2fc - n + 3 < 0, g2fe-n+3 = 0. 

Dans le cas n > 2fc + 4, on a done dans (|2.18p 

- C;>^'^'"" +LP + 02fc-n+4,l„ 

avec if S C'(M). Ceci prouve les cas n = 2fc + 4 et n > 2fc + 5 du theoreme, dans lequel le (9(|-2fc-n+4-j 
le + 02fe-n+4.in ci-dcssus. L'ordre I du developpement asymptotique (|2.18p etant arbitraire, on obtient 
les dominations annoncees des 9-'0(r^'^~"+'*). 

Dans le cas 2fc + 1 < n < 2fc + 3, on aboutit au developpement 

Kp = Cr^^-" + B In r + go + Oi,i„ + <^ ■ 

Comme 

Ag Inr = -2^-^{k - l)!(n - 2){n - 4) • • • (n - 2k)r-'^^ 

avec — 2fc < 4 — n, le meme raisonnement que ci-dessus force B = Q. De meme, comme A§go € ^-2fc 
avec — 2A; < 4 — n, la fonction q^ doit etre dans le noyau de AqI^^q, done etre constante. Le coefficient 
constant A apparaissant dans le developpement est alors go + '■pip)- Le o(l) est la suite du developpement 
(Pl^ et vaut 

; 

+pj{x)\nr) + {^{x) - if{p)) G Oi,i„ + & . 

L'ordre / du developpement (|2.18p etant arbitraire, ceci fournit les dominations annoncees des d'' o{l). □ 

II est a noter que cette methode formelle permettrait, en poursuivant les calculs, de determiner toute 
la partie singuliere de Kp, c'est-a-dire dans (j2.18p les pj et les qj modulo fonction C°° . Ceux-ci sont done 
fonctions des coefficients de I'operateur P^, et sont done des invariants riemanniens locaux. lis peuvent 
d'ailleurs s'obtenir en inversant le symbole total de au sens du calcul pseudo-differentiel, c/. pS]. A 
I'inverse, le coefficient A apparaissant dans le cas 2A; + 1 < n < 2fc + 3 ne pent etre calcule de cette 
maniere, et depend de la parametrix. 

3 Masse et densite conforme 

On se restreint desormais au cas 2fc + 1 < n < 2fc + 3 et P^ inversible. Sa fonction de Green G| est 
le noyau integral de son inverse. Le theoreme 13 . 1 1 assure que lorsque g est normale conforme a l'ordre 4, 
la grandeur suivante est bien definie : 

^?=l™o(^'(^'^)-'»'fc"''"") 

oil r est la distance geodesique de x a p. 

La section [3.11 prouve la covariance conforme annoncee en introduction : 
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Theoreme 3.1. Si g et g — (p^-^kg sont normales conformes a I'ordre A en p (conditions (INCp J. alors 

Al = ^{p)-^Al . 

Remarque 3.2. (i) Ce lien est fortement suggere par la loi de transformation de Gf. sous un changement 
conforme de metriques, rappelee en introduction. La difBculte provient du mauvais comportement 
de r, que Ton controle avec la normalisation conforme (jNCp . C'est la raison pour laquelle ce resultat 
n'est pas valide s\ g on g n'est pas normale conforme. 

(ii) On pent egalement definir une fonction de Green lorsque n'est pas inversible. En confondant 
operateur et noyau integral pour alleger la notation, elle verifie 

P| Gf = Gl Pf = Id -nf 



ou est la projection orthogonale, au sens L induit par g, sur kerP^. Cette projection n'etant 



pas conformement covariante, G| ne I'est pas non plus. Pour expliciter, si ^ = ip'^-^'^g, alors la 



fonction 

G{x,y) 



est solution de 

P|G = GP^, = Id-cp-^nV- 

L'operateur ip^^Il^ip est un projecteur sur kerP^, mais pas orthogonal au sens induit par g (si 
ip n'est pas constante). On ne pent done pas esperer etendre le theoreme 13.11 a ce cas. 

La definition 11.21 etend la definition de en une densite conforme de poids 2k — n, sans restriction 
sur g. La partie en etablit la regularite : 

Proposition 3.3. Pour toute metrique g, la fonction p ^-^ A-^ est de classe C°° . 
3.1 Covariance conforme 

4 

On prouve ici le theoreme l3.1l II s'agit de comparer r et f dans le cas on g ei g = (p^-^^ g sont toutes 
deux normales conformes a I'ordre 4 en p. Cette comparaison est inspiree par une propriete classique 
du groupe de Mobius, engendre par les isometrics afhnes et les inversions polaires. En dimension 3 ou 
plus, un theoreme de Liouville garantit que toute application conforme d'un ouvert de M" dans R" est 
la restriction d'une transformation de Mobius. 

Proposition 3.4. Soit, pour n >2 et un ouvert D de R", une transformation de Mobius h : D ^ M" .• 
si eucl designe la metrique plate canonique, h*euc\ — (p'^eucl. Alors 

\/x,y e D, \h{x) - h{y)f = ip{x)p{y) \x - y\^ . 

En particulier, si Cz D d R" est fixe par h, 

yx e D, dh'cuclix, of = dcuciiHx),Of = ip{0)ip{x)dcuciix, 0)^ . 

Elle est exposee par exemple par Beardon dans [3 . Comme elle est elementaire mais cruciale, en voici 
une courte demonstration. 

Demonstration. De maniere evidente, si cette propriete est verifiee pour deux transformations hi et 
alors elle Test pour la composee hio h2- Or le groupe de Mobius est engendre par les isometries (afRnes) 
de R", les homotheties et une inversion, par exemple x t-^ x / \x\ . Le lemme est immediat dans les deux 
premiers cas, ou ip est constante ; il reste done le cas de I'inversion. 

Celui-ci se ramene a la dimension 2 car h stabilise les plans passant par I'origine : on considere 
x,y E C; la metrique est eucl — \dz\^ pour une coordonnee complexe z, : z i~> 1/z, et h*enc\ = 
\d{l/z)\ = (Izp )^ \dz\ , done le facteur conforme est (p : z 1-^ \z\ . Ainsi 



\h{y)-h{x)\' 



1 


1 


2 


x-y 


y 


X 




xy 



ip{x)p{y) \x - 



□ 
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La proposition 13.41 inspire et permet de prouver la comparaison asymptotique suivante 



Lemme 3.5. En dimension 3 ou plus, si g et g = e^f g verifient (jNCp enp, les distances a p au sens de 
g et de q sont reliees par 

0(r6) 



f2 



g/+/(p)j,2 



Remarque 3.6. L. Habermann a montre I'egalite asymptotique a I'ordre 4 dans |14j . sous I'hypothese 
plus faible que RiCg(p) = RiCg(p). 



Demonstration du lemme [37^ Quitte a redimensionner g par une constante, on suppose 



(7p, soit 



f{p) — 0. On cherche le developpement limite de r^ — e~^r^ a I'ordre 5 en r = 0. Utilisant des coordonnees 
5-geodesiques en p, on transporte le calcul sur un ouvert de M", p etant identifie a I'origine. 

Soit 1 1— >■ a{t) = ((T'(t))i<i<n G K" une 5-geodesique issue de 0, parcourue a vitesse 1 (pour g). L'es- 
sentiel de la demonstration consiste a montrer que le developpement limite recherche a pour coefficients 
des polynomes en 5(0), ^""'^(0), <t(0) et df{0), dont les coefficients ne dependent que de n. Notons ^ 
I'ensemble des fonctions de t (a valeurs tensorielles) qui s'evaluent en en de tels polynomes. L'espace 
^ est stable par produit tensoriel et contractions, mais pas par derivation. 

Commengons par montrer que V^/ Cz ^ et (V^/)'''"" G (on rappelle que V designe la connexion 
de Levi-Civita de g, et V celle de g). 
Le 2-jet de / est determine par 



= Ric(O) = Ric +{n- 2)df ® df - (n - 2)VV ~ {n ~ 2) \df\g g 



i^gf)9 (0) 



D'oii, comme Ric(O) 0, Ag/(0) = \df\l (0) et, puisque n > 2, 

VV(0) = rf/®rf/(0)-iM/|'(0)g(0). 



Par consequent V / G 

/ \ sym 

Le 3-jet de / est fixe par la condition ( VRicj (0) — 0. En tout point 



VRic 



Or on a 



Ric + (n - 2)dj ®dj -{n~ 2)V^ f - {n - 2) g + Agf + (v - v) (Ric) 
(V- V) (Rk;)(0) =0 



-\ sym 



car Ric(O) = et V — V est un operateur difFerentiel de degre 0. La nullite de (^VRicj (0) et de 
(VRic)*''*"" (0) assure done que 

(n - 2)(VV)^'""(0) + (dAJ (g> 5)^y-(0) 

est un polynome en f/='=^(0), df{0) et V^/(0). 

Soit L : S^T*M S^T*M I'apphcation lineaire telle que 

^y3jyym ^ _ 2)(VV)'^'" + (dAgf ® .g)"^" 

- (n - 2)(VV)''"" - g"'(VfcVaVb/)g„(dx^ ^ dx^ dx^"^ 

Elle est inversible si n > 2 (ce qui assure que le 3-jet de / est bien determine par VRic'''*""(0) et 
VRic (0), cf. par exemple [T, chapitre 8]), et son inverse est done polynomial en g^^. Done (V^/)^'"" G 



On etudie maintenant le developpement limite de r{t)'^ — J^i "''(O^- coefficients sont combinaisons 
lineaires des J2i '^^ (0)'^^ (0) = g{<y^^^ , cr('))(0) pour k + l<5.Vn tel terme est nul si fc = ou / 0, 
on s'interesse done aux ct'-'^ pour j < 4. 
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Etude de a : 

V^a^V^a-2df{&)a+\a\lVf 

^0-2df{&)a + \&\lWf (3.1) 

^a + Ttj&'a^da (3.2) 

La ligne (|3.ip assure que VctCT G ^ ; et comme rfj (O) = 0, (|3.2I1 implique alors que cr G 
Etude de a : 

Prenant la derivation covariante de (|3.ip dans la direction de a : 

V^V^a = -2g(V*V/, a)& - 2g(V/, V^a)a - 2g(V/, a)V*a + 2g(a, V*a)V/ + V^V/ (3.3) 

Comme V^ct G ^ et V^rV/ = g-\V'^f{&, . )) G ^, on deduit (V^)2ct e ^. 
Le derivation covariante de (|3.2p suivant (j s'ecrit 

V^V^cT = a + afcr^j-aV-'a^aa + S^a'&'da + ^(r, a) (3.4) 

oil ^{T,&) est une expression quadratique en les F^f,, done nulle a I'ordre 2 en 0. Le coefficient 9fcr°^ (0) 
est combinaison lineaire des didjgki{0), eux-memes combinaisons lineaires des Rijki{0) d'apres le develop- 
pement limite classique de la metrique en coordonnees normales. Done le terme dk^1j&'^ &^ da s'evalue 
en t = Q. k facteur multiplicatif pres. en R((t, (t, ct, . )(0) = 0. 
Done finalement, au meme titre que (Vct)^o', G 3^ . 
Etude de cr^"*) : 

La derivee covariante de p.3p suivant a fait apparaitre (Vo-)'^o' comme combinaison lineaire, a coefficients 
entiers, des termes suivants : 

• g iy a'^ f, Vo-o") (T. D'apres les resultats precedents sur V^/ et Vo-d, ce terme est dans 0^. 

• g iy a'^ f, a) Vo-(T. De meme ce terme est dans 

• 9 (V/: Vo-ct) Vo-cr G ^ de meme. 

• |VcrO-|g V/ G ^ de meme. 

• g (ct, Vctct) VcrV/ G ^ de meme. 

• 9 (^/i (V(t)^ct) ct. Utilisant de plus les resultats precedents sur (Vcr)^CT, on constate que ce terme 
est dans S^. 

• g (V/, ct) {VaYa G ^ de meme. 

• g (ct, (Vcr)^CT) V/ G ^ de meme. 

• 5(V^V^V/,ct)ct = [V3/(o-,o-,<t) - V2/(o-,V^ct)] ct. Comme {^^ ff^^ G ^, d'apres les resultats 
precedents, ce terme est aussi dans 

• |ct|^ Vo-Vo-V/. On ne connait que (V^/)^'""(0), done il n'est pas possible de dire si ce terme est 
dans ^ . En revanche, de meme que ci-dessus, 

ff(l^lsV*V^V/,CT) G ^. 
Par consequent, (7((Vd-)^CT, ct) G 3^] c'est ce qui importe pour la suite. 

De maniere analogue, on pent lister les termes dont la derivee covariante de p.4p suivant ct est combi- 
naison lineaire : 

• des termes dont les symboles de Christoffel F^^ sont en facteur (en particulier Vct=S(F, ct)). lis 
s'annulent en 0. 

• dkOiTljCT^a^ a^&'-da- En 0, ce sont des combinaisons lineaires des derivees secondes des gtj. Or, 
d'apres le developpement limite de la metrique en coordonnees normales, calcule par exemple dans 
[20j, celles-ci sont combinaisons lineaires des ViKjki°'{0). Done en i = ces termes sont multiples 
de VR(ct,ct,ct,ct,.)(0) = 0. 

• dk^ljCr^&^a^ da^ avec ct lui-meme combinaison lineaire de ct et V/. Comme plus haut, en t = ce 
terme vaut 

AR*,*V/(0) +BR*,v/ct(0) = BR^^v/ct(0) 
(avec A et i? reels). Ceci est orthogonal a ct(0). 
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Utilisant p.4p derivee suivant a et le fait que (7((Vct)'^o', d) G on deduit que ^((t'^^^ct) S 

En consequence de quoi, admet en t = un developpement limite dont les coefficients sont poly- 
nomiaux en 5*^(0), (j(0) et df{0), avec des coefficients ne dependant que de n. 

Pour terminer, comme f = t, le developpement limite a I'ordre 5 de e^^r^ est polynomial en /(O), 
/(O) et /(O), ou pour simplifier /, /, etc. designent les derivees de f{a{t)) par rapport a t. 

• / = df i&) e ^ ; 

• a des termes en cr, & et df pres, / vaut V^f{&, a) done / € ^ ; 

• et de meme, modulo des termes en les derivees d'ordre au plus 3 de cr, et au plus 2 de /, / vaut 
\/^f {&,&,&), done est dans 

Pour conclure, tous les coefficients du developpement limite a I'ordre 5 de r^ — e^^r^ sont polynomiaux 
en (7='=^(0), df{Q) et (t(0), avec des coefficients qui ne dependent que de n. On les calcule done dans un 
cas simple, le cas conformement plat. Pour cela, on prend pour g et g deux metriques plates. II existe 
alors une application de Mobius h, definie au moins au voisinage de I'origine et fixant celle-ci, telle que 
g — h*g. D'apres la proposition 13.41 on a alors I'egalite exacte = e^^-'^'^'^V^. Cela assure la nullite des 
coefficients du developpement limite. □ 



Le lemme ISTol implique. si g et g = ip"-^'' g verifient toutes deux (jNC|) en p, que 



done si n — 2fc < 3 



D'oii 



0(1) 



f(a;)" ^'^ ip{p)ip{x)r{x)'' 



-2k 



= lim , . , . Gk (p, X 



x^p ip{x)ip{p) \ ' C„,fer(.T)" 2fe 

C'est ce qu'enonce le theoreme l3.1l 



3.2 Regularite 

On demontre ici la proposition 13. 31 

4 

On fixe g dans [go]- Pour chaque point p, il existe une fonction i/jp telle que ipp^^'' g verifie (jNC[) en 
p. En fait, la condition (jNC|) determine le 3-jet de ipp en fonction polynomiale de son 1-jet, of. [2Ul §5]. 

Ainsi, il existe une fonction i/j e C°°{M x M) telle que, si Ton note ipp la fonction partielle x 1— >■ ipip, x), 

4 

pour tout point p la metrique pg — ^Jp^^'' g est normale conforme a I'ordre 4 en p. 

D'apres p5l chapitre 7, proposition 2.8], en coordonnees au voisinage de la diagonale de M on a 

I I 
Gl{x,y)= ^ qj{x,y~x)+^pj{x,y-x)\n\\x-y\\+ip{x,y-x) 

j—2k—n j—0 

oh les {qj{x,.)) sont des families lisses de distributions homogenes de degre j, {pj{x,.)) des families 
lisses de polynomes de homogenes, et .))^ une famille lisse de fonctions C'. La fonction de Green 

pG de P^"^^ est refiee a par 

Gi{x,y) 



pG{x,y) 



%{x)i}p{y) 
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Elle admet done un developpement asymptotique de la meme forme que eelui de G^, qui depend de 
nianiere lisse de p : 



I I 
pG{x,y)^ ^ pqj{x,y ~ x) + ^pPj{x,y - x)lnr + pip{x,y - x) . 

j=2k~n 3=0 

Ce developpement coincide avec (j2.18p lorsque x est fixe egal a p. Done 

4^9) =p(7o(p,0)+p</p(p,0). 

- La fonction p H> p(p{p, 0) est C°°. 

— Pour pallier le fait que g(0) n'est pas defini en general pour une fonction homogene q de degre 0, 
on peut ecrire 

p9o(p,0) = — — 4— TT / pqo{x,e)de 



Vol(§"-i) /s„- 



Cela assure la regularite de p i-> pQoip, 0). 

l(pS) 



Done Ap''^' est fonction lisse de p; done A^, qui vaut ip{p,p)^ aI''^\ Vest egalement. 



4 Resultats de masse positive 

4.1 Metrique de Habermann-Jost de P2 

On se restreint dans cette partie a I'operateur de Paneitz-Branson P2, en dimension 5, 6 ou 7. II est 
explicitement donne par la formule 

77 — 4 

ps^u = Alu + SHTgdu) + ^Q^, (4.1) 

avec 

r„ = (n - 2)J - 4P = -} ' ^. ScaFg -Ric'? 

^ ^ ' 2(n-l)(n-2) ^ n-2 

et 

gf =A,J + |P-2|P|^ 

- ^A,ScaF + ^tr'"nt/'"",f^ ScaF^ - ^ iRic^^ • 
2(n— 1) 2(n — Ij'^^n — 2)"^ (n — 2)"^ 

Toujours dans le cas ou I'operateur P2 est inversible dans la classe conforme [go], on ajoute les 
hypotheses suivantes : 

(hi) I'invariant de Yamabe de (Af, [go]) est strictement positif, 
(h2) la fonction de Green Gj" est strictement positive. 

L'hypothese (jhip n'est pas restrictive dans le but de construire une metrique canonique dans une classe 
conforme, puisque dans le cas Yamabe-negatif la metrique a courbure scalaire constante fait I'affaire. En 
revanche l'hypothese technique (jh2p equivaut an principe du maximum pour P2, qui n'est pas acquis en 
general. Pour des resultats sur le signe de la fonction de Green de I'operateur biharmonique on peut se 
reporter aux travaux de Grunau et ses collaborateurs, entre autres [13J. 

Dans le cadre localement conformement plat, la masse A^ de P| en p ^ M peut etre definie en toute 
dimension superieure ou egale a 5, a I'aide d'une metrique g plate an voisinage de p. Raulot et Humbert 
[TB] ont montre, si P2 est un operateur defini positif et sous les hypotheses (jhip et (jh2|) . que A'^ > 0, 
avec egalite en un point seulement si (Af, [go]) est conformement equivalente a la sphere S" munie de sa 
classe conforme standard. Leur argument s'etend a la masse definie par la definition 11.21 

Theoreme 4.1. Si M est de dimension 5, 6 ou 7, si I'operateur P2 est inversible dans la classe conforme 
[go], st sous les hypotheses ihl\) et ih^) ci-dessus, alors pour tout p £ M et toute metrique g G [go], lo- 
masse de I'operateur P| definie par la definition ] 1. 'A verifie : 

Al>0 
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et la nullite (en un point) implique que (M, [go]) est conformement equivalente a la sphere §" munie de 
la classe conforme de sa metrique ronde. 

Demonstration. Pour alleger, comme il n'y a pas d'ambigui'te, on omet I'indice p. On utilise une metrique 
asymptotiquement plate g obtenue a partir de g par « projection stereographique » (comme il est d'usage 
de la nommer) . On distinguera les operateurs et invariants associes a 5 de ceux de g par un chapeau. 
Le signe de y([go]) assure que le laplacien conforme 

r? — 2 

Pi - A + -Seal 

4(n — 1) 

admet une fonction de Green Gi strictement positive. Posant H{x) = c„.iGi(p, x) pour a; G Af — {p}, le 
theoreme 12.31 (qui n'est ici qu'un avatar de [20. lemme 6.4]), assure que 



H 



-pr^ + Oe-n.in si n > 6 
A + a + Oi In si n = 5 . 



ce qui se condense en 

H=^{l + o^r^ + 0,,^) (4.2) 
avec a = si n > 5. On considere sur M = M — {p} la metrique conforme a g definie par 

4 4 Tl-4 

g = H ^^-^ g = ip"-'^ g a.vec ip — H "-^ . 
Soit (x*) un systeme de coordonnees sur M, g-geodesiques en p. On definit les coordonnees inversees 

par 

Par un calcul classique 

= r^a^. - 2x'x''d^k . (4.3) 
Comme g{dxi,dxj)x^ = a;* (lemme de Gauss pour les coordonnees geodesiques), on a 

g{d,^.,d,_,)=r^g{d,.,d^,). (4.4) 

En coordonnees geodesiques, g{dxi,dxi) — Sij + O2, done d'apres (14. 2p : 

gid,.,d,,) = S,,+02 + 03,in (4.5) 

(oil le O2 et le Oa^in sont toujours a entendre an sens des coordonnees (x') lorsque r 0). On introduit 



D'apres (|4.3p . si une fonction u est Oa lorsque r — (respectivement Oa+i,in), alors pour tout multi- 
indice J 

diu = 0(/9-"-l'^l) (respectivement o(p""-l"'l)) 

lorsque p — 00. Pour alleger, on notera simplement 0{p^°') (respectivement o(p^")) une fonction ayant 
une telle decroissance. L'equation (|4.5p implique alors 

5(9..,a,,)-% + 0(p-2). (4.6) 

La metrique g est ainsi asymptotiquement plate a I'ordre 2. 

On effectue desormais les calculs dans les coordonnees (z') : par exemple di designe a^i, gij = 
g{dzi,dzi), etc. On note 

Mr ^{p<R} et Sr = dMR ^{p^R} . 
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La g-normale unitaire sortante de est, d'apres (|4.2I) : 

n = = (l + 0(p-3))a^. (4.7) 

Les lois de changement conforme de metrique assurent que sur M : 

Scal = H^^PiH = 

et 

P2 (i/^^Gs) = <y9(~^) P2 (<y9i/^^G2] = (y3("^) P2 G2 = 0. 

Posons G — H "-2G2. La preuve du theoreme l4.1l consiste a evaluer 



0= / PaGdw (4.8) 

lorsque i? — 00. 

Par integration par parties, en utilisant la formule (14.11) pour P2 et la nullite de Seal : 



n - 4 









/ 


Ric 


^ Gdv 


'Mr 




a 



(4.9) 



(n-2)2 

On evalue les deux premiers termes du membre de droite lorsque i? — > cx). 

Premier terme : On dispose, d'apres le theoreme 12.31 du developpement asymptotique 

Ce developpement asymptotique implique avec celui (j4.2p de i7 que 

77 4- 

G = + + oip-') + o{p^~-) 

n — 2 

= c-i + V-" + o(p^-") (4.10) 
car n < 7, et a = si n > 5. Puisqu'on a 

^ = - E + ('5'' " a^'^^^^i + a^'^'A , 

la platitude asymptotique (14. 6p implique, de fagon analogue a la partie que AG = 2(n — 4)j4p^^" + 
o(/92-"), d'ou avec (gT]) 

fi(AG) = -2(n - 2){n - A)Ap^-'' + o(pi~") . 

On integre sur Sr munie de la forme volume da. En raison de la platitude asymptotique (j4.6p . cette 
derniere est asymptotiquement egale a la forme volume euclidienne de la sphere de coordonnees z, 
p"^^da§,n-i. Par consequent, 

/ n{AG)da = -Cn,2A + o{l) . (4.11) 
Jsr 

Deuxieme terme : La platitude asymptotique (|4.6p assure que 

\mc\g ^ Oip-") , da- (l + o(l))p"-idas„-i , et |VG|^ = 0(p3-") 
avec (I4.10p pour la derniere egalite. On a done 



* Ric(VG, h)da s- . 

Js„ -R^"" 



Positivite de la masse : Ainsi, prenant i? — > 00 dans (14. 8p . utilisant cette derniere limite avec (j4.9p et 
(|4.1ip . on obtient 

n - 4 









1 


Ric 


^ Gdv 


IM 




g 
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avec G ^ H "-^ G2 > d'apres (|h2[) . Cette egalite assure done d'une part la eonvergenee de I'integrale 
de droite, et d'autre part la positivite (au sens large) de A. 

Cas d'egalite : Si A — 0, {M,g) est Ricci plate. L'inegalite de Gromov-Bishop assure alors que le 
volume des boules croit moins vite que celui des boules de I'espace euclidien. Plus precisement, notant 
Vol (^B^{x,t)^ le volume de la 5-boule de centre x et de rayon t, la fonction 

Vol {BS{x,t)) 
Vol(§"-i) 

est decroissante. Or tant a la limite i — ^ que, en raison de la platitude asymptotique (|4.6p . a la limite 
t — >■ 00, ce quotient vaut 1. On a done 

yt > 0, Vol {BS{x, t)) = t" Vol(§"-i) . 

Ce cas d'egalite, traite par example dans [S^, § 4.20 bis], implique que (A/ — {p} , g) est isometrique a M". 
Done (M, [go]) est la sphere munie de sa classe conforme canonique. □ 

Remarque 4.2. Ce calcul se generalise facilement aux dimensions superieures. On introduit la notation 

77 — z,Tn 

ou Tj^j est un operateur differentiel de degre 2m — 4 au plus (voir la proposition 12. ip et est la Q- 
courbure associee a P^. Cette ecriture est justifiee car P^ est autoadjoint, c/. [Hj. Supposons que sur 
M, P^ et P^ soient inversibles, avec 2fc + 1 < n < 2fc + 3 et Z < fc, et notons Gk et Gi leurs fonctions de 

Green respectives. On pose comme precedemment H — tn,iG\ (p, .), g ~ H g et 

G = H-'^Gk 

Alors g est asymptotiquement plate a I'ordre 2, avec Q/ = 0, et 

PfeG = . 

Avec les memes notations que dans la preuve ci-dessus on a alors 

0=/ PkGdv = -(f h{k^-^G)da - i fk{dG){h)da +'^—^ j QkGAv . 

JMr JSr JSr 2 Jjyj^ 

Exactement comme ci-dessus, le premier terme du membre de droite tend vers Cn,kA (ou A est donne par 
le theoreme 12.31) et le second vers (il faut jeter un ceil rapide aux coefficients de Tk, de fagon analogue 
a ce qui est fait dans la preuve du theoreme 15. On a done 



2c„^A 



M 



On pent imaginer exploiter la nullite de Qi dans I'integrande du membre de droite. Mais malgre les 
travaux actuels. en particulier de Juhl et ses collaborateurs [TTl [18], les relations entre les differentes 
Q-courbures sont compliquees et encore trop mal comprises pour etre utilisees ici. 



4.2 Espaces spheriques 

4.2.1 Masse et revetements 

La positivite de la fonction de Green est une consequence du principe du maximum dans le cas du 
laplacien conforme, fc = 1. Dans les autres cas, c'est une hypothese technique. Elle permet neanmoins de 
montrer egalement la croissance de la metrique de Habermann-Jost par revetements conformes. 
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Proposition 4.3. Soient (M, [g]) et (iV, [h]) deux varietes compactes de dimension n munies de classes 
conformes, et k tel que 2fc + 1 < < 2fc + 3. Soit 

f:{M, [g])^{N, [h]) 

un revetement conforme. Si Pi : C°°(Af) C°^{M) est mversible, alors Pj! : C°°{N) C°°{N) Vest 
aussi, et pour tout p & N : 

St fix) ^p, A';^Al''^+ J2 GC\x,y). (4.12) 

Corollaire 4.4. Sous les memes hypotheses, si de plus 

yx,yeM, Glix,y)>0 

alors pour tout x E M, ^^(^.^ ^ Al. ^ . L'egalite n'est atteinte en un point que si f est une equivalence 
conforme. 

Corollaire 4.5. Sous les memes hypotheses, si de plus Vp G M , A-^ > 0, alors les classes conformes [g] 
et [h] admettent des metriques de Hahermann-Jost respectives q et[). Celles-ci verifient 

sur le fibre tangent TM. L'egalite n'est atteinte sur un vecteur non nul que si f est un isomorphisme 
conforme, auquel cas /* () = partout. 

Remarque 4.6. Habermann et Jost [HKTS] demontrent, dans le cas fc = 1, le corollaire [53] a I'aide d'une 
formule analogue a (j4.12l) . qui n'est valable que pour un revetement galoisien. Le cas general necessite 
quclques details supplementaires. 

Demonstration des corollaires. Ce sent des consequences elementaires de la proposition. Par covariance 
conforme, la positivite de G{ equivaut a celle de G^. La formule (j4.12p assure done I'inegalite stricte 
du corollaire 331 a moins que les fibres de / ne se reduisent a un point, auquel cas on a egalite pour tout 

X. 

En particulier si > pour tout x G M , alors par covariance conforme A{ > 0, done > 
pour tout p G M (le revetement / entre varietes compactes connexes etant necessairement surjectif). 
Appliquant la definition 11.31 : 

vxGM, = (4*'')^(r/i), et (/*()), = (4(,))'^(r/i),. 

Le corollaire 14.51 est alors une application directe du precedent. □ 

Demonstration de la proposition \4-3\ On choisit g — f*h. L'idee est de prouver que, pour p,q E N, si on 
fixe un antecedent x de p par /, 

H{p,q)= Yl Gl{x,y) 

definit (le noyau integral d') un inverse de P^. C'est elementaire si / est un revetement galoisien. Dans 
le cas contraire, il n'est pas evident que cette definition soit independante de x. On s'en convainc en 
ecrivant M et N comme quotients d'une meme variete compacte. 

Detaillons. Soient Pi et r2 les groupes fondamentaux respectifs de AI et N (pour un choix convenable 
de points-bases qui importe pen ici). Via /, le groupe Fi est identifie a un sous-groupe d'indice fini de 

Le noyau Fq de Taction a droite de r2 sur f ]^\r2 (c'est-a-dire I'ensemble des elements qui agissent 
comme la permutation identite) est un sous-groupe distingue d'indice fini dans r2, inclus dans Fi qui 
est le stabilisateur d'une classe a gauche. D'apres la theorie galoisienne des revetements (voir [H] par 
exemple), les deux fleches 
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oil E est le revetement universel de M et N, sont des revetements galoisiens a nombres de feuillets finis. 
Soient Fi et r2 leurs groupes d'automorpliismes respectifs. On munit E de la metrique e = TT2h = nig. 

L'operateur P^. pourrait ne pas etre inversible. Neanmoins, autoadjoint (voir |12| ) et elliptique sur la 
variete riemannienne compacte {E,e), il admet un unique pseudo- inverse Cf., tel que 

Gl = G%Fl = Id -n^^ 

oil n'^ est le projecteur L^-ortliogonal (au sens de e) sur kerP^. On identifiera operateur et noyau integral 
dans la suite. Ainsi est une fonction C°° sur E x E privee de sa diagonale. 
Pour a,b E E dans des Fi-orbites differentes, on pose 

HE{a,b)= J2 Glia.^.h). 

C'est clairement un operateur C°°{E) — )■ C°°{E). Le groupe Fi agissant par isometries de e, He est 
Fi X Fi-invariante et passe done « au quotient » en une fonction Hm sur AI x M prive de sa diagonale, 
de classe C°°. 

Soit U un ouvert de M tel que 7rj~^([/) est la reunion des ouverts disjoints Vi, . . . ,Vd C E, et que 
pour chacun d'eux 7ri|y, : Vj ^ U est une isometrie. On note 

Soit u une fonction C°° sur M a support dans U. Le support de u o tti est inclus dans IJ^ V^- ; on a done 
pour tout a Cz E 



M(^i(a))-n-(uo7ri)(a) = / GUa,b)Pl {uo ni)ib)v,{db) 

Gl{a,b)Pl{uon^){b)v,{db) 



I M 

E 



/ Gl{a,ny^{y))Vlu{y)vg{dy) 



avec le changement de variables b — tt-^ ■ (y) sur chaque Vj. D'oii 

u{Ma))-W{uoTr,){a)^ f He {a,7rll{y)) Pl{u){y)vg{dy) 

Ju 

= I i/M(7ri(a),y)P?(«)(yK(d2/). 

Par ailleurs, n'^(w o tti) est une fonction de kerP^, Fi-invariante de maniere evidente. Elle passe done 
« au quotient » en une fonction sur M qui annule P^. Comme on fait I'hypothese que cet operateur est 
inversible, on a 

n'=(uo7ri) = 0. 

D'oii, pour x — 7ri(a) : 

u{x)^ HM{x,y)Vlu{y)vg{dy) . 

J M 

Par linearite, a I'aide d'une partition de I'unite, ce resultat se generalise a toute fonction C°° sur M . La 
symetrie de Hm en x ei y ei le fait que P| est autoadjoint impliquent que Hm est aussi un inverse a 
droite de P^.. D'oii 

HM{x,y) = Gl{x,y) = ^ Gl[a,^.b) (4.13) 
pour n'importe quels a, b dans les fibres respectives de x et de y. 
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Pour toute foiictioii u € kerP^ sur N, on a, uo f £ kerP^ — {0} sur M. L'operateur P^, fredholmien 
d'indice 0, est done inversible. La formule (|4.13l) vaut alors aussi pour le revetement tt2 : E ^ N ; on a 
done, pour tous p^q G N, a,b G E dans leurs fibres respectives par 7r2, et tout x G M au-dessus de p : 

72er2 

= E E Gl{a,j^.s.b) 

Weri\r2 7ieri 

Weri\r2 

- E Glix,y). 

yef-Hq) 

On choisit h verifiant IjNCp en p ; alors f*h est normale conforme a I'ordre 4 en x. On fait tendre q vers 
p. Le comportement asymptotique enonce par le theoreme 12.31 fournit alors (|4.12p . Le cas ou h n'est pas 
normale conforme s'en deduit par covariance conforme. □ 



4.2.2 Quotients de la sphere 

La proposition 14.31 permet de calculer explicitement la metrique de Habermann- Jost des quotients 
d'une sphere §" par un sous-groupe fini de SO{n + 1) agissant librement. 

Les fonctions de Green des operateurs P^ sur la sphere ronde sont connus : voir Branson [2| • Comme 
elles n'apparaissent dans cette reference qu'a constante multiplicative pres, on les recalcule ici de maniere 
simple. Solent 

e - (f )o<.<« : S" -> 

I'inclusion canonique, go — ^*eucl la metrique ronde, et A'^ = (1, . . . 0) le pole nord. On note 

: §" - {N} M" 
la projection stereographique. C'est un isomorphisme conforme : 



2 



l + \\xf 



Y^dx^ 



Sur M" muni de la metrique plate eucl, il est connu que 



Gr\x,y) = ^\\x-v\\^'- 

est, disons, un inverse a gauche de P^^'^' = A^'^^j sur I'espace des fonctions lisses a support compact. Par 
covariance conforme, on definit un inverse a gauche de P^° sur I'espace des fonctions de classe C°° sur 
§" nulles au voisinage de N par 



= -^iie(p)-e(9)ii''^"- (4.14) 

Cn,fc 

(Le passage de la premiere a la seconde ligne est classique. C'est une consequence de la proposition 13.41 
puisque la projection stereographique est la restriction a S" de I'inversion par rapport a la sphere de 
centre iV et de rayon V2.) Par invariance sous SO{n + 1) et symetrie en p et q, la formule (|4.14p definit 
un inverse de P^° . 

L'existence de cette fonction de Green assure, d'apres le theoreme 12.31 que la masse des operateurs 
P^° est bien definie. Le groupe SO{n + 1) agissant transitivement par isometries, la fonction 
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est constante. Si elle etait non nulle, quitte a prendre sa valeur absolue, elle permettrait de definir une 
metrique de Habermann-Jost sur Cette metrique serait invariante par le groupe conforine de la 
sphere, ce qui n'est pas possible car celui-ci n'est pas compact. On en deduit done : 

Proposition 4.7. La masse des operateurs GJMS sur la sphere est nulle. 

Le calcul de la fonction de Green de P|° et la proposition l4 . 31 donnent alors la metrique de Habermann- 
Jost des espaces spheriques. 

Proposition 4.8. Soit T un sous-groupe fini de SO{n + 1) agissant librement par isometries sur la 
sphere. Soit go la metrique ronde induite sur r\^" • La metrique de Habermann-Jost de [go] est 

0o(p) = K)^.go(p) 

ou, pour n'importe quel element ^ de la fibre au-dessus de p : 



Cette metrique n'est pas multiple de la metrique ronde en general : Habermann |14| le montre dans le 
cas fc = 1 pour I'espace lenticulaire L(5, 2) ; pour I'espace L(7, 2) il calcule que la metrique de Habermann- 
Jost a une courbure scalaire de signe variable. 

5 Masses et invariants asymptotiques 

On demontre ici le lien entre la masse de I'operateur GJMS et la masse m^, introduite dans la 
definition II .41 de la metrique obtenue depuis g par « projection stereographique » a I'aide de la fonction 
de Green G^. 

Theoreme 5.1. Dans le cas 2k + I < n < 2k + 3, supposons que P| admet une fonction de Green Gk. 
Pour p G M , soit Gp une fonction lisse positive sur M — {p} egalant Gk(j>, ■) au voisinage de p. Soit 

g^G^r^g surM-{p}. 
Alors 

A''f^Scal^eL\M~{p},dvg) 

et 

n-2k 

Remarque 5.2. (i) H s'avere au cours de la preuve que la metrique g est asymptotiquement plate a 
I'ordre 1 si n = 2fc + 1 et a I'ordre 2 si n > 2fc + 2. Dans le cas fc = 1, le theoreme reste done valable, 
en prenant pour mi la masse ADM rappelee en introduction. Ce cas etait deja connu, voir [201 114| 
qui ont des normalisations differentes pour la masse ADM. 

4 

(ii) Si (72 — ip"-^'' gi, les fonctions de Green des operateurs Pfc respectifs sont reliees par 
done les metriques « explosees » sont multiples I'une de I'autre par un facteur constant : 

-4 

52 = if{p)—^>'gi . 

On a done 

A|;iScaF = (p(p)^A^-iScaP 
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et 

d'oli 

Le theoreme 15.11 fournit ainsi une autre preuve de la covariance conforme de la masse (theoreme 
13. ip dans le cas k > 2. (Comme remarque dans [14J, il en va de meme pour k — I, car la masse 
ADM est aussi homothetiquement equivariante, de poids n — 2). 



Demonstration du theoreme \5.1[ D'apres cette derniere remarque, quitte a modifier g d'un facteur con- 
forme valant 1 en p, ce qui ne modifie pas g, on peut supposer que g est normale conforme a I'ordre 4 en 
p, et appliquer le theoreme [ 



Gk{p, x) = c-ir2fc-«(i _^ c„,fc^r"-2'c + 0„_2fc+i,i„) • 
On notera c = Cn,k et, pour alleger, on fera les calculs avec 

g={cGp)^ g = c^g. 

On reprend I'idee et les notations de la demonstration du theoreme 14.11 Soient (a;*)i des cordonnees 
g-geodesiques en p. Au voisinage de p 

oil 

'R-ikij =g{RfQ^,g^^^d^i,d^j){p). 

On utilise les coordonnees inversees — x^ /r'^ et p = 1/r. D'apres les liens (|4.3p et (|4.4p entre coordon- 
nees z et coordonnees x, on obtient pour p — ^ oo le developpement asymptotique 

4c - - (5.1) 



n-2k 



On calcule desormais en coordonnees dans la carte z*, di designant cJ^i, tjij — g{dzi,dz3), etc. Le 
developpement asymptotique (jS.ip assure que g est asymptotiquement plate a I'ordre r, avec r = 1 si 
7i = 2fc+l, etT = 2 sinon. 



Integrabilite : On note conformement a I'habitude 

2 



n-2k 



Cette Q-courbure s'ecrit comme combinaison lineaire de contractions totales (via g) de tenseurs de la 
forme 

V'^iR(g)---(^ V''"R. (5.2) 

Le comportement de sous les changements homothetiques de metrique impose que pour chacun de 
ces tenseurs apparaissant dans Qfe, 'Ylibi'^b + 2) = 2k. Comme V'Rfcy'^ = ^9jScal d'apres I'identite de 
Bianchi, et que 
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est quadratique en la courbure d'apres la formule de Ricci, la seule des contractions totales de tenseurs 
de la forme (|5.2p qui soit lineaire en la courbure est A'^~^Scal. On a done 



Qfc = CfcA'=-^Scal + ^fc(R) 

ou =Sfc(R) est un polynome sans terme lineaire en la courbure. En comparant les linearisations sur les 
variations conformes de la metrique plate il vient 

voir Branson [F, CoroUaire 1.5] pour une formulation plus evoluee. 

D'apres la loi de variation conforme de et le choix de facteur conforme, on a, du moins au voisinage 
de Tinfini, Qk = 0. Done 

A'=-iS^= - — ^fc(R). 

Cfe 

Les termes (j5.2p qui apparaissent dans =Sfc(R) verifient tons a > 2. En raison de la platitude asymptotique 
on a done 



Or — 2t — 2k < —n, et dti ~ dz^dz^ . . . dz^^ lorsque p — cx) ; on deduit done 

Calcul de I'integrale : D'apres le theoreme de la divergence, si A; > 2, 

/ A'^^^SHSdw = - / n{K^-'^S^\)da 
J{p<R.} J{p=R} 

oil n est la normale unitaire de Sr = {p = R} pointant vers I'infini, et da la mesure de volume sur Sr 
induite par dv. La platitude asymptotique de g implique que 

A = - E + o(p--)a,a, + o{p-^-')d, , 



Seal = d,{d,g,j - d,gu) + 0{p-'^-') 

et 

da={l + 0{p-^))daR, 
oil d(jR est la mesure de volume sur Sb_ induite par la metrique plate a I'infini dz*^. Ainsi 

n{K^-^S^\)da = (^\^.l~^^J{^.rg^J - djgu) + ©(p-^^-^fe+i)^ 

ou, comme dans la partie l^^ Aq = — J^i'^f- Puisque Vol(S'fl, dcTfl) = 0{R'^^^) avecn — 1 < 2r + 2fc— 1, 
il s'en deduit ^ 

/ A'^-iS^dw^- lim / —diA^-^djid^gij--djgu)daR. (5.3) 
Jm-{p} R'^^Jsr P 

Utilisant le developpement asymptotique (I5.ip . en remarquant que 

5. {p-^Uamjz'z"') ^Q^dj {p-^narmz'z^) 
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en vertu des proprietes algebriques d'un tenseur de Riemanii lorsque TZumi = (ce qui est le cas lorsque 
g est normale conforme a I'ordre 4 en p) , on calcule 

— 9/Ao^^9j(5j5ij - djgu) = 

- 4(n - l)cA2'=-i(fc - l)!(n - 2)(n - 4) • • • (n - 2fc + 2)^^-" + 0(pi-"-^) . 
Reportant dans dO]), avec Vo\{SR,daR) = Vol(§"-i) : 

A'^-^S^dw = 4(n - l)c^ Vol(§"-^)2'=-i(fc - l)!(n - 2)(n - 4) • • • (n - 2fc + 2) 



M-{p} 



Notons que le calcul precedent dans le cas fc = 1 fournit le meme resultat, en remplagant le membre de 
gauche par la masse ADM de g. 

-4 _ 

L'enonce du theoreme concerne g — c^-^''g. Par lioniothetie 



A'^-iScaldw = c^M A^^^Scaldt;^ '''^ ^^ A, 



A{n- 1) 



M-{p} JM-{p} n — 2k 

ce qui est enonce par la proposition. □ 

Remarque 5.3. (i) Le raisonnement concernant I'integrabilite montre plus generalement que si g est 
asymptotiquement plate a I'ordre r > , alors on a I'equivalence 

A'^-^S^^i^l e L\dv) ^ Qk € i^(dt)) . 

La platitude asymptotique n'est neanmoins pas necessaire pour definir ruk, en particulier parce que 
les problemes de changements de coordonnees asymptotiquement plates a I'infini ne se posent pas. 

(ii) Comme explique a la remaraue l4.2l les projections stereographiques utilisant les fonctions de Green 
pour n > 2Z + 3 sont egalement interessantes. D'apres le theoreme 12.31 il y a un developpement 
asymptotique (|5.ip valable, en retirant le terme ■:^^^^Ap'^''~"^5ij +o(p^'^~"). La metrique g est alors 

asymptotiquement plate d'ordre t = 2, et de meme que dans la preuve, la nullite de Qi implique que 
A'^^Scal — 0(p~^~^') (toujours avec les memes dominations asymptotiques des derivees). Done si 
k>l, 

A'^-^S^S^l A'=-'A'-ifc^l = 0(p-4-2fe) ^ 

ce qui est si n egale 2fc + 1, 2fc + 2 ou 2fc + 3. Le meme calcul que la dans la preuve ci-dessus, 
en substituant a A, montre que 

mk{g) = 0. 
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